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                                                                                                                                                                                                                                                                                      : آشنايي با نظريه اعداداولفصل 

  استدلال ریاضیدرس اول: 

 

را محدود به درك و فهم ریاضی بدون استدلال امكان پذیر نمی باشد و آموزش ریاضی 

هدف از این درس آشنایی با برخی از روش هاي استدلال و اثبات . ظ كردن خواهد كردحف

 ریاضی است .

 

 :اثبات يهاروش

به  يا. اگر گزارهشودیاز مثال نقض استفاده م ،یحكم كل کیرد  يبرا:  مثال نقض .1

است تا  یمثال كه در آن گزاره نادرست باشد، كاف کی یشود، ارائه حت انیب یصورت كل

 رد شود.   یحكم كل

مثال نقض است،  کی ۹، عدد "همه اعداد فرد اول هستند" دیبگو يااگر گزارهمثال:  -

 .ستیاول ن یفرد است ول رایز
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اگر  ی. حتستین یكاف یگزاره كل کی یاثبات درست يارائه مثال برا:  اثبات با مثال. 2

 .  ستیگزاره ن یدرست يبه معنا نیا م،یكن دایپ یمثال نقض مینتوان

)حدس  "مجموع دو عدد اول است 2تر از هر عدد زوج بزرگ"مانند  ياگزارهمثال:  -

 .كنندیم دییآن را تأ يادیز يهامثال یگلدباخ( هنوز اثبات نشده، ول

 

 استفاده كرد.   یاز استدلال منطق توانیگزاره، م کی یاثبات درست يبرا:  میاثبات مستق .3

 :  میاست، دار 3مضرب  یعیطب یمجموع سه عدد متوال نكهیاثبات ا يبرامثال:  -

    𝑛 + (𝑛 + 1) + (𝑛 + 2) =  3 𝑛 +  3 =  3(𝑛 + 1)   

 است. 3مضرب  شهیسه عدد هم نیمجموع ا دهدیكه نشان م

 :  جهینت 

 .  یرد حكم كل يمثال نقض برا -

 .  ستین یاثبات با مثال كاف -

 دارد. یبه استدلال منطق ازین میاثبات مستق -
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 اثبات با مثال نقض :

گویند.            كند مثال نقض میبه مثالی كه كلیت یک حكم را باطل می  

اگر بتوان با یک مثال حكم كلی را رد كرد آن استدلال با كمک مثال نقض است .   

 

22𝑛عدد "آیا گزارهمثال:  - + صحیح  "استدي اول به ازاي همه عددعاي طبیعی، عد 1

 است؟

را در نظر بگیریم    𝑛 = 5 اگر پاسخ:      

225
+ × 6700417641=42۹4۹672۹7=1  

به وضوح حاصل یک عدد اول نیست چون كه به صورت حاصلضرب دو عدد )به غیر از 

.خودش و یک( نوشته شده است  

  

: مستقیماثبات   

اثبات با در نظر گرفتن تمام حالت ها   
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.استفرد  عددي   n2 − 5 n + 7 ; n ثابت كنید براي هر عدد طبیعی مثال:  -  

 در این حالت داریم :  n=2kعبارت دیگر ه زوج باشد ب nاگر  پاسخ:   

𝑛2 − 5 n + 7 = (2 k)2 − 5(2 𝐾) + 7 = 4k2 − 10 k + 6+ 1 

                      = 2  (2k2 − 5 k + 3) + 1 

 كه حاصل عددي فرد است .

  :داریمدر این حالت   .n=2k-1عددي فرد باشد یعنی nاگر 

𝑛2 − 5 𝑛 + 7 = (2 𝑘 − 1)2 − 5(2 𝑘 − 1) + 7 = 4𝑘2 − 14 𝑘 + 13       

= 2(2 𝑘2 − 7 𝑘 + 6) + 1 

 كه باز هم عددي فرد است.

 

 اثبات غیر مستقیم: ) اثبات به روش برهان خلف(

اره ها و قوانین به یک نتیجه كنیم حكم نادرست باشد و سپس با استفاده از گزفرض می

كم باطل است و درستی حكم ثابت نادرست بودن حرسیم و از آنجا ممكن یا تضاد میغیر

 شود.می
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ر عدد گویاي ناصفر در یک عدد گنگ، عددي گنگ ضرب هحاصل ت كنیدثاب مثال: -

 .است

عددي  rxعددي گنگ است ولی  xیک عدد گویاي ناصفر است و   rفرض كنیم پاسخ:   

ست. معكوس عددي گویا اضرب دو عدد گویا، دانیم حاصل)برهان خلف( باشد. می گویا

 . عدد گویاي ناصفر هم عددي گویاست هر

∋(r.x): بنابراین 𝑄 (
1
r
∋r)xیا  ( 𝑄 (

1
r

 

∋ xاز آنجا كه 𝑄  پس فرض خلف باطل و حكم درست  .كه با فرض در تناقض است

 است.

 

  هاي بازگشتی / گزاره هاي هم ارز : اثبات

 نامیم.هاي هم ارز میها را گزارهاشد آناگر ارزش دو گزاره یكسان ب

𝑝 ⇒ 𝑞 و 𝑞 ⇒ 𝑝    ⇔      𝑝 ⇔ 𝑞                𝑞 ⇔ 𝑝   ⇔      𝑝 ⇔ 𝑞 
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𝑎اگر   ثابت كنید مثال: - > 𝑎آنگاه  ،باشد 0 +
1
𝑎
≥ 2 

 پاسخ:  

𝑎 +
1
𝑎
≥ 2 ⇔ 𝑎2 + 1 ≥ 2𝑎 ⇔  𝑎2 − 2𝑎+ 1 ≥ 0 ⇔ (𝑎 − 1)2 ≥ 0 

 گزاره همیشه درست است.

 

𝑎+𝑏 ، آنگاه مثبت باشندعدد دو bو aاگر "براي اثبات گزاره  مثال: -

2
≥ √ab است"  ،

 رسیم. در نهایت به كدام رابطه بدیهی می، به روش بازگشتی

 با توجه به هم ارز بودن دو گزاره در عبارت دو شرطی داریم:پاسخ:    

𝑎 + 𝑏

2
≥ √ab ⇔ a + b ≥ 2√ab ⇔ a + b − 2√ab ≥ 0 ⇔ (√a − √b)2 ≥ 0 
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 پذیري در اعداد صحیحدرس دوم : بخش

 

15 تساوي  = 5 × است تایی تشكیل شده 5از سه دسته  15 در نظر بگیرید. عددرا 3

مانده صفر است پس شود و باقیمی 3برابر ، خارج قسمت 5 بر 15یعنی در تقسیم عدد 

بگوییم كه  بخش پذیر است و از طرف دیگر 5بر  15توانیم از یک طرف بگوییم كه می

تایی 5هاي را با دسته 15ن ، چون می توا)عاد می كند( شماردرا می 15، عدد  5عدد 

نویسند دهند و مینشان می "|". این شمارش یا عاد كردن را در ریاضی با علامت شمرد

15|5. 

 :"|" پذیري و علامتمفهوم بخش 

كند یا می "عاد"خواهیم بررسی كنیم كه یک عدد، عدد دیگري را در ریاضی، وقتی می

كنیم. به این میاستفاده "|" شود، از علامت مانده بر آن تقسیم میعبارتی، بدون باقیبه

 :نویسیممانده تقسیم شود، میبدون باقی Bبر عدد A معنی كه اگر عدد

B∣AB   و A|AB 

 بخش پذیر است.  Aبر  Bرا عاد میكند یا  Bعدد Aخوانیم كه می
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 : هابندي مهرهگروه

. متقسیم كنی تایی5هاي ها را به دستهآن مخواهیو می ممهره رنگی داری 15 یدفرض كن

تا باشد و هیچ  5كه در هر دسته دقیقاً  مبندي كنیها را طوري دستهمهره ماگر بتوانی

 .پذیر استبخش 5كاملاً بر  15اي باقی نماند، یعنی مهره

 :متایی بگذاری 5هاي یكی داخل گروهها را یكیحالا اگر مهره

  :مهره 5اولین گروه  

  :مهره 5دومین گروه  

  :مهره 5سومین گروه  

پذیر بخش 5بر  15گوییم اي اضافه نیامد. پس میمهره تمام شدند و هیچ مهره 15همه 

 :ر بنویسیمصورت زیتوانیم این را بهو می است

5∣15  

 .كندرا عاد می 15عدد  5یعنی 

 

ز چیزها را بندي كردن تعدادي اهاي مساوي با دستهاد شی در دستهقرار دادن تعد -

ها آن اشیا توسط شمارندهیا شمارش عاد كردن  را باشیماي داشتهبدون آنكه باقی مانده

 .گویندمی
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، اگر عدد است پذیربخش b عدد صحیحبر  a گوییم عدد صحیحدر ریاضیات، می -

 :ي زیر برقرار باشدوجود داشته باشد كه رابطه q صحیحی مانند

𝑏 = 𝑎𝑞 

صورت زیر نامیم و بهمی  aدعد "عاد كننده"یا  "هشمارند"را   bد در این حالت، عد

 :نویسیممی

b|a  خوانیم و میb ،a  را عاد میكند یاb  برa پذیر است.بخش 

 :نویسیمپذیر نباشد، میبخشb بر  a وجود نداشته باشد و  q يچنین عدداما اگر 

b∤ab  

 

 

  .بندي یا شمارش كرددسته 1،2،3،6،۹،18 هايشی را با شمارنده 18 توانمی مثال: -

 كند. را عاد می 18عدد  ۹و می خوانیم عدد  ۹|18می نویسیم  مثلا

 

 a|a     و a|1  گاه داریم:عددي طبیعی باشد، آن aاگر  :نكته
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 ژگی هاي رابطه عاد كردن :وی

𝑏׀𝑎 (1ویژگی ⇒ 𝑎׀𝑚𝑏 عدد)اگرa  عدد  bگاه مضرب صحیح را عاد كند آنb را می-

 شمارد(

b׀a( 2ویژگی ∧ b׀c ⇒ a׀c 

𝑏׀𝑎(3ویژگی ∧ 𝑎׀𝑐 ⇒ 𝑎׀𝑏 ± 𝑐  

𝑏׀𝑎  اگر (4ویژگی ∧ 𝑏 ≠ 0 ⇒ |𝑎| ≤ |𝑏| در نتیجهa׀b ∧ b׀a ⇒ a = ±b 

  اثبات ویژگی ها در كتاب( (

 

 bn׀𝑎n  :آنگاه 𝑏׀𝑎، هاي بالا اگربا توجه به ویژگی تذكر:

 

⇒    𝑐׀𝑎 و 𝑏׀𝑎                        نكته: 𝑎׀𝑚𝑏 ± 𝑛𝑐 
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 عدد اول:

-نداشته به جز یک و خودش ي مثبتیاز یک كه هیچ شمارنده تری و بزرگهر عدد طبیع

علیه تر از یک كه مقسومطبیعی و بزرگدر واقع هر عدد " شود.، عدد اول نامیده میباشد

یک خودش و  از یا به عبارتی بر هیچ عددي به غیربه غیر از یک و خودش نداشته باشد 

است مجموعه اي اعداد اول كه ثابت شده مجموعه ".عدد اول گویند باشد راپذیر نبخش

𝑝 نامتناهی =  شود.نمایش داده می{…و11و7و5و3و2}

 

 a=pیا   a=1 : آنگاه، a׀pطبیعی و يعددa  و اول باشد يعدد pاگر نتیجه: 

 

 :ثابت كنید را عاد كند، (k 7 + 6) و ( + k 7۹) دو عدد aاگر عدد طبیعی  مثال مهم:_ 

 𝑎 = 𝑎 یا 5 = 1 

 :كنیمعبارت دیگر ضرب می kابتدا هر عبارت را در ضریب  پاسخ:    

 

𝑎|(۹ 𝑘 + 7) → 𝑎|63 𝑘 + 4۹ 

𝑎|(7 𝑘 + 6) → 𝑎|63 𝑘 + 54 

𝑎|63 𝑘 + 54− (63 𝑘 + 4۹) 

𝑎|5 → 𝑎 = 𝑎 یا 5 = 1 
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  : علیه مشترك دو عددبزرگ ترین مقسوم

d صفرم دو عدد صحیح و نامب  a وb  {است d= (a,b)  ،} اگر و تنها اگر: 

𝑑׀𝑎 ∧ 𝑑׀𝑏 

∀𝑚 > 0 ∶ 𝑚׀𝑎 ∧ 𝑚׀𝑏 ⇒𝑚 ≤ 𝑑 

(𝑏 و 𝑎) اگر نكته: =  اند.م اول ه نسبت به b وa وییم گصورت میدر این باشد،  1

 

 را بیابید. 60و  72ب م م دو عدد  مثال:_ 

 : 72هايعلیهعه مقسومومجم پاسخ:  

   72 =  {72و36و24و18و12و۹و8و6و3و2و1}

 : 60 مجموعه مقسوم علیه هاي

 60 =  {60و30و20و15و12و10و6و5و4و3و2و1}

 تر است.از همه بزرگ 12 ،هاي طبیعی مشترك دو مجموعهاز بین شمارنده

 راه بهتر:

 تجزیه می كنیم و عامل مشترك را با توان كوچكتر در هم ضرب می كنیم . عددها را

72 = 23 × 60   و 32 = 22 × 3 × 5  ⇒ (72و60) = 22 × 3 
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 كوچكترین مضرب مشترك دو عدد:

𝑐 م دو عدد صحیح و ناصفر مكa  وb {است𝑐 = [𝑎 و 𝑏] ،} اگر و تنها اگر: 

a׀c ∧ b׀c 

∀𝑚 > 0 ∧   𝑎׀𝑚 و 𝑏׀𝑚⇒ 𝑐 ≤ 𝑚 

  

 ؟ 60و  72عدد م دو مك: مثال_ 

[60و72]ضرب عامل هاي مشترك با توان بیشتر درعامل هاي غیر مشترك پاسخ:    =

23 × 32 × 5  

 

    : قضیه تقسیم و كاربردها

پذیر باشد )یعنی كنیم، ممكن است كاملاً بخشوقتی یک عدد را بر عدد دیگري تقسیم می

قابل تقسیم بر عدد دوم مانده صفر شود( یا ممكن است عددي باقی بماند كه دیگر باقی

دهد كه هر عدد دهد و نشان میدقیقاً همین موضوع را توضیح می قضیه تقسیم .نباشد

 .بندي كردتوان به شكلی مشخص تقسیمصحیح را می
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: ي قضیه تقسیمبیان ساده  

 :كنیم. این تقسیم دو حالت داردتقسیم می  bرا بر عدد  aفرض كنید كه یک عدد 

 bگوییم كهمانده صفر شود، میباقیپذیر باشد، یعنی بخش bكاملاً بر a اگر .1

 .كندمی "عاد"را   aدعد

جا  bطور كامل در به a اما اگر تقسیم انجام شود و عددي باقی بماند، یعنی عدد .2

 .تر استكوچک b ماند كه از عددنشود، در این صورت، یک مقدار اضافه باقی می

ي ماندهتوان به شكل مجموع یک عدد دیگر و یک باقیمیبه زبان ساده، هر عدد صحیح را 

 .تر از آن نوشتكوچک

:در صفحه بعد درك بهتر با یک مثال ساده  
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تایی قرار  5هاي ها را در بستهخواهیم آنشكلات داریم و می 23فرض كنیم كه مثال: _

  :دهیم

 :پاسخ   

  تشكلا 5اولین بسته 

  شكلات 5دومین بسته  

  شكلات 5سومین بسته  

  شكلات 5چهارمین بسته  

  ماندشكلات باقی می 3بسته، هنوز  4شكلات در  20بعد از قرار دادن. 

شكلات  3تایی قرار دهیم و  5ي بسته 4شكلات را در  23ما توانستیم  چیست؟ نتیجه

 !دهداین همان چیزي است كه قضیه تقسیم توضیح می. باقی ماند

 :یعنی

 23 3ي علاوهتایی به 5ي صورت مجموع تعدادي بستهتوان بهشكلات را می 

 .مانده نوشتشكلات باقی

 در تر باشدكوچک( 5هاي ما )عدد ي بستهمانده همیشه باید از اندازهاین باقی ،

 .ي دیگر هم تشكیل دهیمتوانستیم یک بستهغیر این صورت می
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 : قضیه تقسیم

عددي طبیعی باشد در اینصورت اعدادي صحیح و منحصر بفرد  bعددي صحیح و  aاگر 

0 و  a=bq+r یافت می شوند به قسمی كه  r و qمانند  ≪ 𝑟 < 𝑏 

 نامیم.را باقی مانده می rرا خارج قسمت و q را مقسوم علیه و  bرا مقسوم و a تذكر:

 

صورت اینباشد در  3و 5به ترتیب  17بر  n و mاگر باقی بانده تقسیم اعداد  مثال:_ 

𝑚 2) مانده تقسیم عددباقی − 5 𝑛)  بدست آوریدرا  17بر. 

 پاسخ :   

𝑚 = 17𝑞1 + 5                      

𝑛 = 17𝑞2 + 3 

 

پس به انتهاي معادله ضریب  .چون باقیمانده یک عدد منفی هست پس یک تناقض است

𝑞3     .0را اضافه و كم می كنیم ≪ 𝑟 < 𝑏 
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 :به كمک قضیه تقسیم  zافراز مجموعه 

ي تقسیم بر ماندهها بر اساس باقیافراز آنبندي اعداد، هاي مهم براي دستهیكی از روش

ي اعداد را در چند گروه مشخص كند كه همهاست. این كار به ما كمک می یک عدد خاص

 .ها را بهتر بشناسیمهاي آنقرار دهیم و ویژگی

:ي مفهومبیان ساده  

، قضیه تقسیمتقسیم كنیم. طبق  b را بر یک عدد طبیعی a فرض كنید یک عدد صحیح 

تر است. یعنی كوچک b مانده دارد كه از عدد دانیم كه این تقسیم همیشه یک باقیمی

  .ي تقسیم همیشه یک مقدار مشخص و محدود خواهد بودماندهباقی

 :تربه بیان ساده

  1، 0تواند یكی از اعداد ي آن فقط میماندهباقیتقسیم كنیم،  5اگر عددي را بر ،

 .باشد 4یا  3، 2

 قرار داد كه هر دسته  ي مشخصپنج دستهتوان در ي اعداد را میاین یعنی همه

برابر یكی از این  5ها بر ي تقسیم آنماندهشود كه باقیاعدادي را شامل می

 .مقادیر باشد
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:درك بهتر با مثال  

 5 ي تقسیم برماندهاقیخواهیم اعداد صحیح را بر اساس بمیفرض كنید  مثال:_

 :تقسیم كنیم، ممكن است 5وقتی یک عدد را بر  .بندي كنیمدسته

 :پذیر است، مانندبخش 5یعنی عدد كاملاً بر  د:مانده صفر باشباقی .1

o 5 ،10 ،15 ،20 ،25 ،... 

o صورت توان بهاین اعداد را می𝑎 = 5 𝑘 نوشت. 

 :بیشتر است، مانند 5یعنی عدد دقیقاً یک واحد از مضرب  د:باش 1مانده باقی .2

o 1 ،6 ،11 ،16 ،21 ،... 

o صورت توان بهاین اعداد را می𝑎 = 5 𝑘 +  .نوشت 1

 :بیشتر است، مانند 5یعنی عدد دقیقاً دو واحد از مضرب  :باشد 2مانده باقی .3

o 2 ،7 ،12 ،17 ،22 ،... 

o صورت توان بهاین اعداد را می𝑎 = 5 𝑘 +  .نوشت 2

 :بیشتر است، مانند 5یعنی عدد دقیقاً سه واحد از مضرب : باشد 3مانده باقی .4

o 3 ،8 ،13 ،18 ،23 ،...  

o صورت توان بهاین اعداد را می𝒂 = 5 𝑘 +  .نوشت 3
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 :بیشتر است، مانند 5یعنی عدد دقیقاً چهار واحد از مضرب  :باشد 4مانده باقی .5

o 4 ،۹ ،14 ،1۹ ،24 ،... 

o صورت توان بهاین اعداد را می𝒂 = 5 𝑘 +  .نوشت 4

 

عددي صحیح و دلخواه باشد با تقسیم آن به  aبا توجه به قضیه تقسیم می دانیم كه اگر 

0 در رابطه rو با توجه به اینكه باقی مانده تقسیم یعنی  bعدد طبیعی  ≤ 𝑟 ≤ 𝑏   صدق

 حالت وجود دارد.  bدقیقا  ماندهباقی براي، می كند

 دسته افراز می شود. 𝑏به  ℤمجموعه  bبر   aواقع با تقسیم عدددر 

𝑏𝑘                                                                                 𝑏 عددهاي مضرب 

bk+1                                  دارند 1باقی مانده اي برابر  𝑏عددهایی كه در تقسیم بر 

 

𝑏𝑘 + (𝑏 − 𝑏 دارند             (1 − 1 باقی مانده اي برابر   𝑏عددهایی كه در تقسیم بر 
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  توان نوشت:صورت می 5را به  aصورت عدد  تقسیم شود در این 5بر عدد  aاگر مثال: _ 

a= 5 𝑘 و 𝑎 = 5 𝑘 + 𝑎 و 1 = 5 𝑘 + 𝑎 و 2 = 5 𝑘 + 𝑎 و2 = 5 𝑘 + 3   

𝑎  و + 5 𝑘 + 4  

 

 در اعداد صحیح و كاربردها نهشتیهم:  سومدرس 

 

ها ي آنماندهكنیم، ممكن است باقیزمانی كه دو عدد را بر یک عدد مشخص تقسیم می

 .هستند "همنهشتبا هم "گوییم این دو عدد برابر باشد. در این صورت، می

 :تقسیم كنیم 5را بر  8و عددي مانند  23فرض كنید عددي مانند  مثال:_

  23 است 3مانده كنیم، باقیتقسیم می 5را بر  23وقتی =  5 × 4 +  3  

  8 است 3مانده كنیم، باقیتقسیم می 5را بر  8وقتی =  5 × 1 +  3  

نسبت  8و  23گوییم كه ، میمانده را دارندهمان باقی 5چون هر دو عدد پس از تقسیم بر 

 .همنهشت هستند 5به 
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  :تقسیم كنیم 5را بر  2و  12اگر مثال: _

 12  است 2مانده تقسیم شود، باقی 5بر. 

 2  است 2مانده تقسیم شود، باقی 5بر. 

 همنهشت هستند 5نسبت به  2و  12گوییم پس می. 

 :تقسیم كنیم 5را بر  4و  1۹گر امثال: _

 1۹  است 4مانده تقسیم شود، باقی 5بر. 

 4  5نسبت به  4و  1۹گوییم پس می .است 4مانده تقسیم شود، باقی 5بر 

 .هستندهمنهشت 

 

می  m׀a-bاگر  a,bو هر دو عدد صحیح مانند  m براي هر عدد طبیعی مانند تعریف:

𝑎و می نویسیم  mاست به سنج یا پیمانه   bهم نهشت با  aگوییم  ≞ 𝑏 

∀aو b ∈ ℤ  و 𝑎 ≞ 𝑏 ⇔𝑚׀𝑎 − 𝑏      (𝑘 ∈ ℕ) ⇔ 𝑎 − 𝑏 = 𝑚𝑘 

ها در مانده آنهم نهشت گوییم هرگاه باقی mرا به پیمانه  a,b به بیان دیگر دو عدد

 یكسان باشد. mتقسیم بر 



23 
 

 

 

 rبرابر با  mمجموعه همه اعداد صحیح كه باقی مانده تقسیم آنها بر عدد طبیعی  تذكر:

⁄Ar={x∈ ℤ x می باشد یعنی =mk+r}  را كلاس یا دسته هم نهشتی  r پیمانه بهm  می نامیم

   نمایش می دهیم. 𝑚[𝑟] و با نماد

   

 : دارند لذا 4اي برابر ماندههر دو باقی 7تقسیم بر در  25و  11دو عددمثال: _ 

25 11 ⇒ 7|25− 11 = 14                                                                              
≡ 
  7    

[4]7 = {… −و −و 10   مثال:_   { …و 18 و11 و 4 و 3

              = 7 𝑘 +  فرم كلی اعضاء مجموعه4

 

 : اعداد صحیحرابطه هم نهشتی در 

 .به دو طرف رابطه هم نهشتی می توان عدد صحیح را اضافه یا از آن كم كرد( 1ویژگی

a 𝑏≡  
𝑚   ⇒ {

𝑎 + 𝑐 𝑏 + 𝑐≡  
𝑚 

𝑎 − 𝑐 𝑏 − 𝑐≡  
𝑚  

 دو طرف رابطه هم نهشتی را می توان در عددي صحیح ضرب كرد. (2ویژگی

a  𝑏≡ 
𝑚 ⇒   𝑎𝑐 𝑏𝑐≡ 

𝑚  
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 نیست.برقرار  2عكس ویژگی نكته: 

∋nرساندn بطه هم نهشتی را می توان به توان دو طرف را( 3ویژگی ℕ  

a 𝑏     ⇒      𝑎𝑛  𝑏𝑛≡
𝑚

≡ 
 𝑚  

 ام؟nعكس این رابطه یعنی ریشه   برقرار نیست. 3عكس رابطه  :نكته

دو طرف رابطه هم نهشتی را كه به پیمانه هاي یكسان داشته باشند را می توان  (4ویژگی

 با هم جمع یا از هم كم و یا در هم ضرب كرد. 

a 𝑏    و     𝑐 𝑑      ⇒     {
𝑎𝑐 𝑏𝑑≡  

𝑚 

𝑎 ± 𝑐 𝑏 ± 𝑑≡  
 𝑚 ≡  

  𝑚 
≡  
𝑚  

  ≡𝑎 𝑟باشد در اینصورت  𝑟مساوي با 𝑚بر 𝑎 اگر باقیمانده تقسیم  تذكر:
𝑚 . 

 

𝐴 1۹+ مانده تقسیم  عددقیبامثال: _  =   .بدست آورید 13 بر عدد را (277)

                                                        پاسخ:  

277  1≡13 (27)7  17
≡

13            ⇒  27  1≡13  27 = 13 × 2 + 1 ⇒  

  13× 1 + 6 ⇒ 1۹  6≡13
≡ 
131۹  

(27)7 + 1۹  7≡13  
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  ≡𝑎 𝑏هم باقیمانده باشند در اینصورت  mتقسیم بر عدد طبیعی bو aاگر دو عدد نكته: 
𝑚  

 

می توان دو طرف یا یک طرف رابطه هم نهشتی هر مضربی از پیمانه را اضافه  (5ویژگی

 یا از آن كم كرد.

a  b        ⇒    {
a + mt  b + mk≡    

m   

a − mt  b − mk≡  
  m  ≡

m  

اگر بخواهیم دو طرف یک رابطه هم نهشتی را بر عددي تقسیم كنیم باید آن  (6ویژگی 

 . م م آن عدد و پیمانه تقسیم كنیم هم نهشتی را بر ب

𝑎𝑐  𝑏𝑐  و (𝑐و𝑚) = 𝑑     ⇒    𝑎   𝑏≡

𝑚

𝑑
  ≡
𝑚    

 

، ل باشنددر واقع قاعده حذف در هم نهشتی ها براي هر عدد كه نسبت به پیمانه او: نكته

 برقرار است. 

𝑎𝑐  𝑏𝑐 و  (𝑐و𝑚) = 1     ⇒    𝑎 𝑏≡  𝑚  ≡  
𝑚  
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𝑛+1 25از اعداد طبیعی ، عدد  n به ازاي كدام مقادیر مثال:_  + 210 n+2 −  11 بر  1

 ؟بخش پذیر است

 .است 25 باشد  11كه نزدیک مضارب  2توانی از  پاسخ:   

25   −1
𝑛توان
→  ≡ 

 11 25 n  (−1)n≡ 
11 ×2

→ 25 n+1  (−1)n × 2≡ 
11    

  ≡n+2  4 210، می شود:    برسانیم 2اگر دوباره آن را به توان 
11  

n+2 210پس شد :    + 25 n+1 − 2  4+ (−1)𝑛 × 2 − 2≡
11 

+4فرد باشد  nاگر  (−1)𝑛 × 2− 2 = -بخش 11. یعنی آن عبارت بر شودمی 0

 پذیر است.

 

 كاربردهاي هم نهشتی:

 ))بدون انجام عمل تقسیم 11و۹و5و3و2كردن باقی مانده بر  پیدا((

هاي ندهیم و براي باز كردن یک عدد از توایسی را بر مبناي ده دهی انجام میعدد نو

  .كنیماستفاده می 10مختلف 
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 ل:مثا_ 

 1254317 = 7 + 1 × 10+ 3 × 102 + 4 × 103 + 5 × 104 + 2 ×

105 + 1 × 106 

𝐴 صورتهكلی یک عدد را ب طور به = 𝑎𝑛…𝑎2𝑎1𝑎0̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ -این عدد را می در نظر بگیریم. ̅̅

 داد:  توان به صورت زیر بسط

 

  𝐴 = 𝑎𝑛…𝑎2𝑎1𝑎0̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ = 𝑎0+10 𝑎1 + 102𝑎2+⋯+ 10𝑛𝑎𝑛 

توان از ، دستورهایی وجود دارد كه میند عدد خاصدست آوردن باقی مانده بر چهبراي ب

 آن ها استفاده كرد.

 

  :10یا 5یا 2باقی مانده بر 

𝑎𝑛…𝑎2𝑎1𝑎0̅̅عددبه باز شده  ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  توجه كنید ̅̅

 𝑎0+10 𝑎1 + 102𝑎2+⋯+ 10𝑛𝑎𝑛⏟                  

بر 5و2و10 بخش پذیرند

 

، كافی است به جاي كل عدد 10یا  5 یا 2بنابراین براي پیدا كردن باقی مانده یک عدد بر 

 دست آورد.هباقی مانده یكان آن را بر عدد خواسته شده ب
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⟵       : مثال_ 137 ?≡
5    7 2≡5 

 

   :۹یا3بر باقی مانده

𝑎𝑛…𝑎2𝑎1𝑎0̅̅باز هم عدد  ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  را به صورت زیر باز می كنیم:̅̅

 𝑎0+10 𝑎1 + 102𝑎2+⋯+ 10𝑛𝑎𝑛

= 𝑎0 + (𝑎1 + ۹𝑎1) + (𝑎2+۹۹ 𝑎2) + ⋯ 

مانده بخش پذیرند بنابراین باقی ۹یا  3ها خط كشیده شده است بر جملاتی كه زیر آن

برابر است با  ۹یا  3بر  عددصفر می شود پس باقی مانده كل  ۹یا  3ها در تقسیم بر آن

 مانده.هاي باقیمانده مجموع جملهباقی

𝑎𝑛…𝑎2𝑎1𝑎0̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅    𝑎0 + 𝑎1+𝑎2+⋯+ 𝑎𝑛≡  

۹ یا 3
 

   

+1        ⇐   3≡?  13۹8     مثال :     _ 3+ ۹+ 8  0≡3 
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 :11باقی مانده بر

𝑎𝑛…𝑎2𝑎1𝑎0̅̅ باز هم عدد   ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  را به صورت زیر باز می كنیم̅̅

𝑎0+10 𝑎1 + 102𝑎2+⋯+ 10𝑛𝑎𝑛

= 𝑎0+(11 𝑎1 − 𝑎1) + (۹۹ 𝑎2 + 𝑎2) + (1001𝑎3 − 𝑎3)

+⋯ 

دست هپس براي ب. پذیرندبخش 11است برشدهها خط كشیده عددهایی كه زیر آن

، یک در میان عددي را منفی و مثبت كرده از سمت راست 11مانده عددي بر یقآوردن با

 آوریم.دست میهب 11و باقی مانده را بر 

−5  2415مثال:     _  1+ 4 − 2  6≡ 
11

≡ 
11 

  

 نهشتی :معادله هم

  ≡𝑎𝑥 𝑏به فرم  x نهشتی همراه با مجهولی چونیک رابطه همتعریف: 
𝑚    را یک معادله

∋  نهشتی پیدا كردن همه جواب هایی چوننامیم و منظور از حل معادله همنهشتی میهم

ℤ 𝑥0 است كه در این معادله صدق كند. 
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  بخش پذیر باشد. 7بر  13اعداد صحیحی را بیابید كه سه برابر آنها منهاي همه  مثال:_ 

x 3׀7اگر آن عدد را ط فرض كنیم باید پاسخ:     − ≡𝑥  13 3یا    13
7  

3 𝑥  13≡
7  ⇒ 3 x  13− 7 = 6

1=(7و3)
⇒     ≡

7 3 x 3× 2 ⇒ x = 7 k + 2≡ 
7 

 

 

 ≡ax bمعادله هم نهشتی : قضیه
m   فقط اگر  و داراي جواب است اگر(𝑎و𝑚)׀𝑏 

(𝑚و𝑎)اگر  نكته: = 𝑎𝑥پس معادله  𝑏׀1همواره bچون براي هر  1 𝑏≡
𝑚   همواره داراي

 جواب است.

  

≡ 𝑥  11 6معادله  مثال:_ 
(۹و6)داراي جواب نیست زیرا  ۹ = 3 ∤ 11  

 

𝑎𝑥معادله این تعریف:  + 𝑏𝑦 = 𝑐 كه x , y و  جواب هاي آن هستند در اعداد صحیح

a,b,c ∈ ℤ  نامیم.سیاله درجه اول یا خطی میمعادله صورت را یک 
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 تبدیل یک معادله سیاله به معادله هم نهشتی:

𝑎𝑥 + 𝑏𝑦 = 𝑐 ⇒   𝑎𝑥 − 𝑐 = (−𝑏)𝑦 ⇒    𝑏׀𝑎𝑥 − 𝑐

⇒       𝑎𝑥  𝑐    و    𝑏𝑦 𝑐≡ 
|𝑎|

≡  
|𝑏|  

انكه معادله سیاله یگیریم كه شرط لازم و كافی براي با توجه به قضیه قبل نتیجه م نكته:

ax+by=c  داراي جواب باشد آن است كه      (𝑎و𝑏)|𝑐  

 

كند اگر او تیراندازي به سمت یک هدف شامل دو دایره هم مركز تیراندازي میمثال: _ 

امتیاز  3تر بزند دایره بزرگ امتیاز و اگر به 5تر بزند تیر را به دایره با شعاع كوچک

تر اصابت به داخل دایره بزرگ تیر انداخته و همه تیرها 15گیرد . اگر او كمتر از می

تواند یچند حالت براي او در این تیراندازي م ،باشدگرفتهامتیاز  42باشد و در پایان كرده

 ثبت شود.

5 𝑥 + 3 𝑦 = 42 ⇒ 5 𝑥  42≡
 3  

5 𝑥  42+ 3≡
3 ⇒ 5 𝑥  5× ۹ ⇒ 𝑥 = 3 𝑘 + ۹≡

3    , 𝑦 = −5 𝑘 − 1 

X ,y ∈ 𝕨 ⇒ 𝑘 = −و1−} −و2 3} ⇒ {
𝑥 = 6
𝑦 = 4 } و    

𝑥 = 3
𝑦 = ۹ } و     

𝑥 = 0
𝑦 = 14 

 

( y=4, x=6  تر زده است.تیر به دایره بزرگ 4ره كوچكتر و تیر به دای 6یعنی تیرانداز( 
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  .ریالی خرید 250ریالی و  150ریال ، تمبرهاي  3700به چند طریق می توان با  مثال:_ 

 دهیم نشان می yریالی را  250و تعداد تمبرهاي  xریالی را  150تعداد تمبرهاي  :پاسخ   

150 𝑥 + 250 𝑦

= 3700

بر 50 ساده می كنیم
→          3 𝑥 + 5 𝑦 = 74 → 5 𝑦  74

ساده
→ ≡

3 2 𝑦  2≡3

→ 𝑦  1 ⇒ 𝑦 = 3 𝑘 + 1≡
3  

 

3 𝑥 + 5(3 𝑘 + 1) = 74 ⟹ 3 𝑥 + 15 𝑘 + 5 = 74 ⟹ 3 𝑥 = 6۹− 15 𝑘

⟹ 𝑥 = 23− 5 𝑘 

{
𝑥 ≥ 0 ⟹ 23− 5 𝑘 ≥ 0 ⟹ 𝑘 ≤ 4/6
𝑦 ≥ 0 ⟹ 3 𝑘 + 1 ≥ 0 ⟹ 𝑘 ≥ −0/3 ⟹ 𝑘 =  4 و 3 و 2 و 1 و 0
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