
 

 

 

  



 

 

 فصل اول : ماتریس و کاربردها 

 

 ها ماتريس و اعمال روي ماتريس درس اول:

 

 ماتريس، آرايشي مستطيلي است كه به هر عضو آن درايه يا عنصر مي گوييم. تعريف: 

×A  ،mستون داشته باشد، مرتبه ماتريس    nسطر و   A  ، mاگر ماتريس   n     است و آن را بصورت

𝐴m×n   ياA = [𝑎𝑖𝑗]m×n  .نمايش مي دهيم 

را در نظر بگيريد، اين درايه در سطر دوم و ستون اول واقع    𝑎21با توجه به ماتريس روبرو ، درايه  

 شده است.   A ماتريس 

A=[
a11 a12 a13
a21 a22 a23

] 

 

به شکل ضابطه   Aتوان ماتريس  گاهي اوقات مي  از  را  برای مثال ماتريس    𝑎𝑖𝑗ای  تعريف كرد. 

A = [2 𝑖 − 𝑗]2×3  آيد: به صورت زير بدست مي 

𝐴 = [
2(1) − 1 2(1) − 2 2(1) − 3
2(2) − 1 2(2) − 2 2(2) − 3] 

→       𝐴 = [
1 0 −1
3 2 1 ] 

 

 



 

 

Aاگر  مثال:   = [𝑎𝑖𝑗]3×3
𝑎𝑖𝑗 كه در آن     = {

𝑖2 + 1           𝑖 = 𝑗
𝑖 + 𝑗             𝑖 > 𝑗
𝑖 − 𝑗 + 2     𝑖 < 𝑗

های سطر  ، مجموع درايه   

 های ستون سوم كمتر است؟ چند واحد از مجموع درايه  دوم

 آوريم: را بدست مي  Aهای ماتريس  درايه  پاسخ: 

𝐴 = [
12 + 1 1 − 2+ 2 1− 3 + 2
2+ 1 22 + 1 2− 3 + 2
3+ 1 3+ 2 32 + 1

] = [
2 1 0
3 5 1
4 5 10

] 

های ستون  درايه و مجموع    9های سطر دوم برابر  شود، مجموع درايه طور كه مشاهده مي همان

واحد كمتر از مجموع    2های سطر دوم،  ؛ يعني مجموع درايه   11  -  9=    2است. پس    11سوم برابر  

 های ستون سوم است.درايه 

 

 

 هاي خاص: هايي از ماتريسنمونه

 ماتريس صفر: ماتريسي كه همه درايه های آن صفر است .   -1

𝑜̅2×3 = [
0 0 0
0 0 0] 

 

1  ماتريس سطری: ماتريسي كه فقط يك سطر دارد. مرتبه آن   -2 × 𝑛 

[𝑎 b c]1×3  

→     𝑅 = [8 4 5 9 2] 

 



 

 

𝑛ماتريس ستوني: ماتريسي كه فقط يك ستون دارد.مرتبه ان    -3 × 1 

[
𝑎
𝑏
𝑐
]

3×1

 →    𝐶 =

[
 
 
 
 
 
2
5
3
4
6
9]
 
 
 
 
 

 

 

𝑛ماتريس مربعي: ماتريسي كه تعداد سطرها و ستون های آن يکسان است. مرتبه آن    -4 × 𝑛  

 است. 

[
a b c
d e f
g h i

]

3×3

 

 ماتريس پايين مثلثي: ماتريس مربعي كه همه درايه های بالای قطر اصلي صفر است.   -5

𝑆 = [

𝑎 0 0
𝑏 𝑐 0
𝑑 𝑒 𝑓

] 

 پايين قطر اصلي صفر است. ماتريس بالا مثلثي: ماتريس مربعي كه همه درايه های   -6

𝑄 = [
𝑎 𝑏 𝑐
0 𝑑 𝑒
0 0 𝑓

] 

 ماتريس قطری: ماتريس مربعي كه تمام درايه های بالا و پايين قطر اصلي صفر است.   -7

𝐿 = [
𝑎 0 0
0 𝑏 0
0 0 𝑐

] 

 



 

 

 ماتريس اسکالر: ماتريس قطری كه تمام درايه های روی قطر اصلي با هم برابرند.   -8

𝑃 = [
𝑎 0 0
0 𝑎 0
0 0 𝑎

] 

 مي باشد.  1)واحد(: ماتريس قطری كه درايه های روی قطر اصلي ماتريس هماني   -9

𝑃 = [
1 0 0
0 1 0
0 0 1

] 

 

 : تساوي دو ماتريس

 را مساوی گويند، هرگاه:  Bو    Aدو ماتريس 

 ( دو ماتريس هم مرتبه باشند. 1 

 برابر باشند.  Bو A ( درايه ها نظير به نظير در 2 

 

𝐵اگر  مثال:   = [
3 2𝑥 + 𝑦
−2 1 ] 𝐴 و = [2𝑥 − 𝑦 5

𝑧 اين باشد،  A=Bو     [1 صورت  در 

x+y+z   .را بيابيد 

 پاسخ: 

{
2𝑥 − 𝑦 = 3
2x + y = 5
z = −2

+
→   4x = 8 ⇒ x = 2    y = 1    z = −2 ⇒ x + y + z = 1 

 

 



 

 

 ها: اعمال مقدماتي روي ماتريس

دو    اگر دو ماتريس هم مرتبه باشند، با جمع و تفريق كردن درايه های نظير   جمع وتفريق:(  1

 آيد. ماتريس جمع يا تفريق بدست مي 

𝐴 = [𝑎𝑖𝑗]𝑚×𝑛   ,  𝐵 = [𝑏𝑖𝑗]𝑚×𝑛   

𝐴 ± 𝐵 = [𝑎𝑖𝑗]𝑚×𝑛 ± [𝑏𝑖𝑗]𝑚×𝑛 = [𝑎𝑖𝑗 ± 𝑏𝑖𝑗]𝑚×𝑛 

 

 ويژگي های جمع و تفريق: 

 هم مرتبه باشند، آنگاه:  Cو    A   ،Bاگر سه ماتريس   

1) 𝐴 + 𝐵 = 𝐵 + 𝐴 

2) 𝑘(𝐴 ± 𝐵) = 𝑘𝐴 ± 𝑘𝐵      (𝑘 ∈ ℝ)  

3) 𝐴 + 𝑂̅ = 𝐴  

4) 𝐴 + (−𝐴) = 𝑂̅ 

  5( (𝐴 + 𝐵) + 𝐶 = 𝐴 + (𝐵 + 𝐶) 

 

 :  ضرب ( 2

مي  های آن ضربدر تمام درايه  اگر عدد در ماتريس ضرب شود، ضرب عدد در ماتريس: الف(

 ود. ش

𝐴 = [𝑎𝑖𝑗]𝑚×𝑛  , 𝑟 ∈ ℝ  ⟹  𝑟𝐴 = 𝑟[𝑎𝑖𝑗]𝑚×𝑛 = [𝑟𝑎𝑖𝑗]𝑚×𝑛 



 

 

 

: ضرب دو ماتريس زماني قابل تعريف است كه تعداد ستون های ماتريس    ب( ضرب دو ماتريس

𝐴𝑚×𝑛 ) اول با تعداد سطرهای ماتريس دوم برابر باشند.  × 𝐵𝑛×𝑘 = 𝐶𝑚×𝑘 ) 

𝐴3×2به عنوان مثال:      × B2×3 = C3×3 

های ستون  يس اول را نظير به نظير در درايه های هر سطر از ماتر برای ضرب دو ماتريس درايه

با هم جمع ميمات ضرب جايگزين  شود و در انتها در ماتريس حاصلريس دوم ضرب و حاصل 

 شود. مي

 مثال: 

[
2 −1 0
1 3 2] [

1 2
1 −1
4 1

] = [
2 − 1+ 0 4 + 1+ 0
1 + 3+ 8 2 − 3+ 2] = [

1 5
12 1] 

 

   ويژگي هاي ضرب ماتريس ها:

) 𝐴𝐼 = 𝐼𝐴 = 𝐴        𝐼:   1 ماتريس  هماني 

) AB = AC    ⇏   𝐵 = 𝐶2   

) (𝐴 × 𝐵) × 𝐶 = 𝐴 × (𝐵 × 𝐶)3  

4) 𝐴 × (𝐵 ± 𝐶) = 𝐴 × 𝐵 ± 𝐴 × 𝐶 

5) (𝐵 ± 𝐶) × 𝐴 = 𝐵 × 𝐴 ± 𝐶 × 𝐴 



 

 

   :ضرب دو ماتريس صفر شود، نمي توان نتيجه گرفت يکي از دو ماتريس  اگر حاصلنکته

 صفر بوده است. 

𝐴 = [
1 1
2 2]     B = [

2 −1
−2 1 ] ⇒ AB = [

0 0
0 0] 

 

  :ضرب دو ماتريس قطری ، قطری است. حاصلنکته 

[
𝑎 0 0
0 b 0
0 0 c

] [
d 0 0
0 e 0
0 0 f

] = [
ad 0 0
0 be 0
0 0 cf

] 

 

𝐵اگر مثال:  = [
1 −2
3 2 ] 𝐴 و = [4 𝑎

𝑏  ضرب را طوری بيابيد كه حاصل  bو aمقادير  [1−

 B  A×قطری باشد.  ماترس 

𝐴 × 𝐵 = [
4 𝑎
𝑏 −1] [

1 −2
3 2 ] = [

4+ 3𝑎 −8+ 2𝑎
𝑏 − 3 −2𝑏 − 2] = [

𝑥 0
0 𝑦] ⇒ 

{
−8+ 2𝑎 = 0
𝑏 − 3 = 0 ⟶ 𝑎 = 4   𝑏 = 3  

 

 مربعي باشد، داريم: Aاگر ماتريس  توان ماتريس ها:( 3

A1 = A 

A2 = A. A 

𝐴3 = 𝐴. 𝐴2 = 𝐴2. 𝐴 

. 

.𝐴𝑛 = 𝐴. 𝐴𝑛−1 = 𝐴𝑛−1. 𝐴 



 

 

 ها: ويژگي به توان رساندن ماتريس

1) 𝐼𝑛 = 𝐼 

2) (𝑘𝐴)𝑛 = 𝑘𝑛𝐴𝑛          (𝑘 ∈ ℝ) 

3) 𝐴𝑚 × 𝐴𝑛 = 𝐴𝑚+𝑛 

4) (𝐴𝑛)𝑚 = 𝐴𝑛𝑚 

 

 وارون ماتريس و دترمینان درس دوم: 

 

    دترمینان

det(𝐴)، عددی حقيقي نسبت داده مي شود.     Aبه هر ماتريس مربعي مانند ماتريس  :  تعريف =

|A| 

 روش محاسبه دترمينان:  

𝐴 = [𝑘]1×1 ⇒ |𝐴| = 𝑘             (𝑘 ∈ ℝ)  

𝐴 = [
𝑎 𝑏
𝑐 𝑑

]
2×2
⇒ |𝐴| = 𝑎𝑑 − 𝑏𝑐 

 

 

 

 



 

 

3دو نوع روش براي بدست آوردن ماتريس   × 3 : 

دلخواه از ماتريس را انتخاب مي  در اين روش يك سطر يا ستون  : بسط دترمینان روش اول

درايه اول از سطر يا ستون انتخاب شده را در نظر مي گيريم، سطر و ستون آن را حذف مي   كنيم،

 شماره  ستون +شماره  سطر (1−)كنيم و دترمينان درايه های باقي مانده را حساب مي كنيم، سپس در  

برای دو درايه بعدی هم همين كار  درايه انتخاب شده و خود درايه انتخاب شده ضرب مي كنيم و  

 را انجام مي دهيم و با هم جمع مي كنيم .  

 

   برای مثال بسط نسبت به سطر اول:

𝐴 = [

𝑎 𝑏 𝑐
𝑑 𝑒 𝑓
𝑔 ℎ 𝑖

] 

⇒ |𝐴| = 𝑎(−1)1+1 |
𝑒 𝑓
ℎ 𝑖

| + 𝑏(−1)1+2 |
𝑑 𝑓
𝑔 𝑖

| + 𝑐(−1)1+3 |
𝑑 𝑒
𝑔 ℎ

| 

 

   3نکته: علامت درايه ها در ماتريس × :i+j(1−)به اين صورت است    3 [
+ − +
− + −
+ − +

]

  

   نکته: نسبت به هر سطر يا ستون دترمينان بگيريد ، حاصل دترمينان عددی منحصر بفرد

است، برای راحتي بهتر است نسبت به سطر يا ستوني دترمينان بگيريم كه تعداد صفر  

 بيشتری دارد. 

 



 

 

A دترمينان ماتريس مثال:  = [
1 2 −1
1 0 1
2 1 3

 را بيابيد. [

 : پاسخ

 

|A| = |
1 2 −1
1 0 1
2 1 3

| = 2 × (−1)1+2 |
1 1
2 3| + 0 + 1 × (−1)3+2 |

1 −1
1 1 |

= −4 

 

دو ستون اول ماتريس را كنار دترمينان مي نويسيم از قطر اصلي  :  دستور ساروسروش دوم  

ضرب اعداد  ماتريس سه خط مي كشيم ، اعداد روی هريك از اين خط ها را در هم ضرب و حاصل

روی سه خط را با هم جمع مي كنيم. حالا از قطر فرعي ماتريس سه خط مي كشيم، اعداد روی هر  

كنيم و حاصل ضرب اعداد روی سه خط را با هم جمع مي كنيم  يك از خط ها را در هم ضرب مي

كنيم. به عبارتي مجموع ضرب درايه های روی قطرهای اصلي  و بعد جمع دوم را ازجمع اول كم مي

 كنيم. را از مجموع ضرب درايه های روی قطرهای فرعي كم مي

 |𝐴| = |
𝑎 b c
d e f
g h i

|
a b
d e
g h

= (𝑎𝑒𝑖 + 𝑏𝑓𝑔 + 𝑐𝑑ℎ) − (𝑐𝑒𝑔 + 𝑎𝑓ℎ + 𝑏𝑑𝑖) 

 

𝐴دترمينان ماتريس مثال:  = [
1 2 −1
1 0 1
2 1 3

 را با روش ساروس بدست آوريد.  [

|A| = |
1 2 −1
1 0 1
2 1 3

|
1 2
1 0
2 1

     ⇒ |A| = (0+ 4− 1) − (0+ 1 + 6) = 3− 7 =

−4 



 

 

 ويژگي هاي دترمینان: 

 صفر است. اگر درايه های يك سطر يا ستوني از ماتريس صفر باشد، حاصل دترمينان برابر  -1

|𝐴||B|دو ماتريس مربعي و هم مرتبه باشند، آنگاه    Bو   A اگر  -2 = |AB| 

3-  |A|n = |An|  

 

سطر يا ستون از ماتريس ضريب هم باشند ) حالت خاص : با هم برابر باشند ( حاصل   اگر دو -4

 دترمينان صفر است. 

 دست مي آيد. دترمينان ماتريس های قطری و مثلثي از ضرايب درايه های قطر اصلي به  -5

|
𝑎 0 0
0 𝑏 0
0 0 𝑐

| = 𝑎𝑏𝑐        |

𝑎 0 0
𝑑 𝑏 0
𝑓 𝑒 𝑐

| = 𝑎𝑏𝑐 

6-  |𝐼| = |In| = 1                                                                                                             

7 -|
𝑎 b c
d e f
g h i

| = t    ⇒    |
𝑎 b c
𝑘d 𝑘e 𝑘f
g h i

| =  𝑘t                                                           

𝐴n×n         𝑘 ∈ ℝ   ⇒ |𝑘A| =  𝑘
n|A|      8-                                                                        

9 -𝐴𝑚×𝑛  𝐵𝑛×𝑚         ,      𝑚 > 𝑛 ⇒       |𝐴𝐵| = 0                                                   

 

3ماتريس   Aاگر   مثال:  × |𝐴|و   3 =  را بيابيد.  |𝐴|A||باشد،  5

|𝐴|n × |A| ⇒     53 × 5 = 54 = 625 
 



 

 

  :اگرنکتهA وB گاه: آنس مربعي و هم مرتبه باشند،  دو ماتري 

|AB|الف( = |BA| 

 برابر است.  BAبا مجموع درايه های روی قطر اصلي   ABب( مجموع درايه های روی قطر اصلي  

 

   وارون ماتريس

 گوييم هرگاه :  Aرا وارون ماتريس    Bماتريس مربعي   تعريف: 

AB = I
B=A−1

⇒    AA−1 = I 

  :وارون هر ماتريسي منحصربفرد است. نکته 

  :شرط وارون پذيری ماتريس نکتهA   اين است كه|𝐴| ≠  باشد. 0

𝐴اگر ماتريس  مثال:  = [
−6 𝑎 1
0 1 −1
𝑎 −1 0

 را بيابيد.  aوارون پذير نباشد،   [

|𝐴| = 0 ⇒   |
−6 𝑎 1
0 1 −1
𝑎 −1 0

| = 𝑎 |
𝑎 1
1 −1| + |

−6 1
0 −1| = 0 

𝑎(−𝑎 − 1) + 6 = 0 ⇒ −𝑎2 − 𝑎 + 6 = 0 ⇒ (𝑎 + 3)(𝑎 − 2)

= 0     {𝑎 = −3
𝑎 = 2  

 

 

 

 



 

 

2روش محاسبه وارون ماتريس   × 2 

𝑨𝑨−1 الف( از تعريف   = 𝑰  : 

𝐴اگر مثال:  = [
2 −1
−1 1  را بيابيد.  𝐴−1باشد   [

[
2 −1
−1 1 ] [

𝑎 b
c d

] = [
1 0
0 1] ⇒ [

2a − c 2b − d
c − a d − b

] = [
1 0
0 1] 

{
{

2𝑎 − 𝑐 = 1
𝑐 − 𝑎 = 0   →                  𝑎 = 1    𝑐 = 1

{
2𝑏 − 𝑑 = 0
𝑑 − 𝑏 = 1  →                 𝑏 = 1     𝑑 = 2

⇒      𝐴−1 = [
1 1
1 2] 

 

 ب( از روش ماتريس الحاقي: 

2ماتريس    Aتعريف: اگر   × 2يك ماتريس    ∗𝐴باشد آنگاه    2 × از تعويض جای درايه های    2

  Aرا ماتريس الحاقي    ∗𝐴قطر اصلي و قرينه كردن درايه های روی قطر فرعي بدست مي آيد ، 

 نامند. مي

𝐴اگر  = [
𝑎 𝑏
𝑐 𝑑

A−1باشد، آنگاه:              [ =
1
|A|
𝐴∗ =

1
ad−bc

[
d −b
−c a

] 

 

 ويژگي هاي وارون ماتريس: 

1  ( (𝐴−1)−1 = 𝐴 

2( (𝐴 ± 𝐵)−1 ≠ 𝐴−1± 𝐵−1 

3( (𝐴𝐵)−1 = 𝐵−1𝐴−1 



 

 

 

4  ( (𝑘𝐴)−1 = 𝑘−1𝐴−1    

5( 𝐼−1 = 𝐼𝑛 = 𝐼 

6( (𝐴𝑛)−1 = (𝐴−1)𝑛 

7( |𝐴−1| =
1
|𝐴|

 

8( 𝐴 = [
𝑎 0 0
0 𝑏 0
0 0 𝑐

] ⇒     𝐴−1 =

[
 
 
 
 

1
𝑎

0 0

0 1
𝑏

0

0 0 1
𝑐 ]
 
 
 
 

 

 

 

   :اگر  نکتهB   و C    ماتريس وارون پذير و ماتريسA    مجهول باشد به طوريکهBAC=D  

 A=𝐵−1𝐷𝐶−1آنگاه  

 

   :اگر  نکتهA  و  B    دو ماتريس مربعي و هم مرتبه باشند وA+B=kAB    به شرط آنکهA  و  B  

 گاه : وارون پذير باشند، آن

A−1 + B−1 = kI
در حالات خاص
⇒       𝐴 + 𝐵 = 𝐴𝐵 ⇒ 𝐴−1+𝐵−1 = 𝐼 

 

 

 



 

 

𝐴وارون ماتريس  مثال:  = [
10 2
4  را  بدست آوريد .  [1

 پاسخ: 

|𝐴| = (10× 1) − (4 × 2) = 2 ≠ 0  

 دارای وارون مي باشد.  A  پس

𝐴−1 =
1
2
[

1 −2
−4 10] = [

1
2

−1

−2 5
] 

 

 

 

 دستگاه معادلات خطي : 

}دستگاه معادلات  
ax + by = c

áx + b́y = ć
كه از دو خط تشکيل شده است به شکل ماتريس مقابل نمايش    

 شود. يم داده

[
𝑎 b
á b́

] [
x
y] = [

c
ć
] 

و هدف از حل دستگاه معادلات ، يافتن     AX=Bبا توجه به شکل ماتريسي دستگاه معادلات داريم:

𝑋است پس    Xمجهولات ماتريس  = 𝐴−1𝐵  به شرط|𝐴| ≠ وارون پذير باشد . پس    Aيعني   0

|𝐴|اگر  =  شمار جواب دارد. اقد جواب است يا اينکه دستگاه بيشد آنگاه يا دستگاه ف  0

 

 

 



 

 

 

1اگر مثال: 
2
[
−2 −4
6 14] × A = [

1 0
0  .را بيابيد  A، ماتريس  [1

 پاسخ: 

𝐴𝐵 = 𝐶 ⇒ 𝐴 = 𝐵−1𝐶 

𝐴 = [
−1 −2
3 7 ]

−1
[
1 0
0 1] =

1
−7− (−6)

[
7 2
−3 −1] = [

−7 −2
3 1 ] 

 

 

معادلات  مثال:   دستگاه  }در 
𝑎𝑥 + 𝑏𝑦 = 𝑓
cx + dy = صورت     1 به   ، مجهول  ضرايب  ماتريس  معکوس 

[
−1 0
2  را بيابيد.  y، مقدار x=1است. اگر   [1−

 پاسخ: 

[
x
y] = [

−1 0
2 −1] [

f
1] ⇒ {

x = −f
y = 2f − 1 ⇒ f = y   و   1− = −3 
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